EL PRESENTE ARTICULO PRETENDE ILUSTRAR AL
LECTOR COMO EN LA FiSICA ACTUAL SE USA EL
CONCEPTO DE DIMENSION. LA PRIMERA PREGUNTA
QUE SURGE ES EL POR QUE LA DIMENSION DEL
ESPACIO EN QUE VIVIMOS ES PRECISAMENTE TRES Y
NO OTRA. ESTO PUEDE PARECER PARADOJICO Y
APARENTEMENTE NO TENEMOS ARGUMENTOS PARA
EXPLICAR ESTE HECHO,

SENCILLAMENTE jES ASi! LA CONEXION DE ESTA
PREGUNTA CON EL CONTROVERTIDO PRINCIPIO
ANTROPICO SE EXAMINA EN LA PRIMERA PARTE.
PERO TAMBIEN EL HECHO DE QUE LA DIMENSION
DEL ESPACIO ES TRES PERMITE DESARROLLAR UN
METODO DE CALCULO SORPRENDENTEMENTE SIMPLE
LLAMADO METODO 1/D, PARA OBTENER LAS
PROPIEDADES DE SISTEMAS FiSICOS EN DONDE LA
APLICACION DE LOS METODOS MAS GENERALES
RESULTA DEMASIADO COMPLEJO.
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pesar de que pueda parecer paraddjica la
pregunta acerca de la dimension del espa-
cio, desde la fisica nos podemos aproxi-
mar a esta cuestion usando una idea bas-
tante interesante: como no podemos demostrar que la di-
mension del espacio fisico es tres, intentemos mostrar que
si el espacio tuviera una dimension distinta el comporta-
miento de los objetos del universo seria radicalmente di-
ferente. Por ejemplo, podemos escribir las leyes fisicas
que conocemos en una dimension distinta a tres, e inten-
tar encontrar algo que no funcione bien. '

El primer cuestionamiento acerca de la importancia
de que la dimension de nuestro espacio sea precisamente
tres es debida al fisico aleman Paul Ehrenfest, quien ra-
zono de la siguiente forma: consideremos un atomo de
Hidrégeno en un espacio de dimension d arbitraria. Si
llamamos / al momento angular del electron y » a la dis-
tancia de éste con el nucleo, la energia clésica total del
electron en el atomo la podemos escribir como:
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E(r)=PI2r)+ o) )

en donde /%/(2r?) es la energia cinética del electron en
una Orbita de radio 7 y ¢() es la energia de interaccion
con el nicleo, que es debida a las fuerza de atraccion
electrostatica entre el electron y el niicleo. Esta energia
de interaccion toma distintas formas dependiendo de la
dimension del espacio, asi en una dimension (d= 1)

¢p=r¢=lnrend=2,y
0=-1/r**end>3.

Si graficamos la energia total del electron para dis-
tintas dimensiones, podemos observar el siguiente he-
cho: La energia del electron E (r) no posee un minimo
estable cuando la dimension del espacio es mayor o igual
a cuatro (d >4 ). En la figura 1 se muestran los casos d
=3y d >4. Estailtima observacion arroja consecuencias
bastante importantes. Si no existe un minimo estable en
la energia del electron, éste no puede permanecer ligado
al nucleo del atomo porque, o bien colapsa acercandose
al centro, o bien se aleja indefinidamente. En la figura
1B, es como si el electron se «deslizaray por las «laderasy
de la curva de energia.

Esto implica que el 4tomo no podria mantenerse es-
table, es decir que la materia no tendria la diversidad
de estructuras que podemos ver, y en particular no se
crearian estructuras biologicas como los seres humanos.
En conclusion, si la dimensién de nuestro espacio fuera
d,., >4, el mundo no seria tal y como lo vemos e incluso
ino existiria el género humano!

Esta idea que hemos aplicado a la dimension del es-
pacio puede extenderse a otros parametros de las teorias

fisicas. Asi por ejemplo, se podria preguntar cual seria el
cuadro del mundo si otras constantes fisicas fundamenta-
les como la carga del electron, la masa de las particulas
‘elementales, etc. tuvieran valores distintos a los que me-
dimos actualmente. La respuesta a esta pregunta es mu-
chas veces parecida a la que obtuvimos en el caso ante-
rior: a veces pequernios cambios en los valores de los pa-
rametros dan lugar a un cuadro muy distinto del mundo
que observamos. La exigencia de que los parametros y
las teorias fisicas deben ser tales que conduzcan al Uni-
verso que observamos ha sido elevado al rango de princi-
pio: el controvertido Principio Antropico, y ha probado
ser de utilidad en la Teoria de la Evolucion del Universo.

LA DIMENSION Y EL METODO 1/D

Otro contexto en donde puede utilizarse el concepto
de dimension, es mostrar como la dimension del espacio,
d,, =3, para algunos propositos puede considerarse «su-
ficientemente grande». En efecto este «curioso» hecho
permite en algunos casos simplificar de una forma sor-
prendente el calculo de propiedades de sistemas cuanti-

cos de tres y mas particulas'.

Consideremos la energia del estado base® de un siste-
ma de dos particulas idénticas, dos atomos por ejemplo, a
la que denominaremos £, La magnitud correspondiente
en el sistema de tres particulas serd denominada £,. La
energia potencial de interaccion entre dos particulas cua-
lesquiera la podemos escribir en la forma gV (r), donde »
es la distancia entre ellas y la constante g se ha separado
de la energia potencial por conveniencia. Si calculamos
estas magnitudes de acuerdo con las leyes de la Mecanica
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Cuéntica en un espacio de dimension d arbitraria pode-
mos hacer la grafica del cociente E(g) / (2 E,(3g / 2))
vs 1/d, en donde a diferencia del analisis anterior de Ehr-
enfest no modificaremos la energia potencial cuando pa-
semos a d dimensiones. El resultado se muestra en la fi-
gura 2. La dependencia, como se ve, es muy suave y en el
limite de dimension infinita d — oo , limite que hay que
tomar con cierto cuidado, jel cociente es igual a 1 inde-
pendientemente de cual sea la energia potencial de inte-
raccion!.

Este resultado nos sugiere hacer lo siguiente para el
célculo de E,. Si la dimension del espacio fuera «muy
grandey, es decir que esta lo bastante cercade 1 /d =0
(note que esto es lo mismo que decir que d — o), como
la curva no se separa mucho del valor que toma en este
punto’, podemos en primera aproximacion decir que el
cociente de energias £, (g) =~ (2E,(3g / 2)) es igual a 1.
Esto significa que podemos calcular la energia del sistema
de 3 particulas, £, (g) , como dos veces la energia del
sistema de dos particulas, que como ya hemos visto es un
problema mucho mas simple, con una energia de interac-
cién modificada por una constante 3g / 2, es decir:

E (g) =2E,(3g/2). (2)

Si queremos incluir en la anterior ecuacion las co-
rrecciones que den cuenta del 10% que se ha olvidado,
podemos transformar (2) en

E () =2CE3g/2), €)

donde la magnitud C, tiene una expresion simple en
potencias de: 1/d: C;= 1+ a, /d +... 'y el coeficiente a,
puede calcularse analiticamente. La generalizacion al
caso de N particulas idénticas también es posible:

E, (@ =(N-1)C E,Ng/2), )

y muestra ser extraordinariamente efectiva en una am-
plia gama de problemas. Como antes,

L= 1+aN/d+...

En la figura 3 mostramos la aplicacion de (4) a N
particulas que interactuan con un potencial V(r) = -1/r.

FiG. 2.
COCIENTE DE ENERGIAS VS INVERSO DE LA DIMENSION ESPACIAL.

(1) Uno de los grandes problemas de las teorias fisicas fundamentales es que solo pueden describir exactamente sistemas de una o dos particulas. Cuando
el sistema es mas complicado, generalmente de tres o mas cuerpos, las ecuaciones son o muy dificiles de solucionar o no existe solucion analitica
alguna. Es por esto que el desarrollo de métodos para abordar el problema de tres o mds cuerpos es muy importante en la fisica actual.

(2) La energia del estado base es la minima energia que puede tener un sistema segiin las leyes-de la mecdnica cudntica.

(3) Observe que la diferencia de la curva en 1/d=0y en 1/ dm= 1/3 es de aproximadamente un 10%.

(4) J.L. Basdevant et al, Nuclear Physics B 340 (1990), pp. 60-69.




Este problema esta conectado con la pregunta acerca de
la estabilidad de la materia cuando consideramos su pro-
pia atraccion gravitacional. El coeficiente a, es calcula-
do y los resultados son comparados con los calculos nu-
méricos de Basdevant et al.* para N=3yNd — «. La
coincidencia es sorprendentemente buena, al punto de que
la diferencia entre ambos resultados no sobrepasa el 0.5%
del total. El esfuerzo desplegado en el computo es en nues-
tro caso insignificante, a diferencia de los calculos nu-
méricos que, para tres 0 mas particulas, son complicados
y consumen gran cantidad de tiempo.

Este método, con algunas modificaciones, puede apli-
carse en diversos dominios de la fisica. Particularmente
exitoso ha resultado en problemas de 4tomos con pocos
electrones. En adelante mostraremos un conjunto de apli-
caciones a trampas de electrones, energias y radios de
hadrones, clusters atdmicos y excitones en un campo mag-
nético.

Las trampas de atomos e iones son dispositivos en los

que por medios electromagnéticos se logra confinar en -

un espacio reducido a un conjunto de estas particulas, e

parabolica, es decir, donde la energia potencial que con-
fina los electrones en la trampa depende del cuadrado de
la distancia y es independiente de la direccion espacial.
El parametro a indica cuan fuerte es el confinamiento.
Los resultados del método 1/ d se comparan con calculos
numéricos en la aproximacion de Thomas- Fermi mejo-
rada. Vemos que variando el pardmetro a en nueve orde-
nes de magnitud ambos estimados no se apartan mas del
4%, lo cual indica que el método 1/ d es capaz de captar
la fisica del problema.

En las dos siguientes graficas mostramos resultados
del método 1/d aplicado a la fisica de particulas hadroni-
cas, entendidos como sistemas de quarks. Un barion, en
cuya categoria entran el proton, el neutron y otros, se com-
pone de tres quarks, mientras que un meson, el mas cono-
cido de los cuales es el w, se compone de un quark y un
antiquark. En cierta aproximacion podemos modelar los
quarks como particulas no relativistas interaccionando en-
tre si con un potencial gV (r). En la figura 5 se presentan
cocientes de masas (energias) entre bariones y mesones.
En el eje horizontal se han dispuesto los distintos casos.
Por ejemplo, con dos quarks s y uno ¢ se forma el barién

Fi6. 3. Coericiente C DEL SISTEMA DE N PARTICULAS CON UN POTENCIAL
GRAVITATORIO ATRACTIVO.

incluso a una sola, permitiendo mediciones muy precisas
de magnitudes fisicas fundamentales. Por trabajos pione-
ros en esta direccion fue concedido en 1989 el premio
Nobel de Fisica a Dehmelt, Paul y Ramsey.

En la figura 4 mostramos el calculo de la energia del
estado base de un sistema de 19 electrones en una trampa

FIG. 4. ENERGI4 DE 19 ELECTRONES EN UNA TRAMPA PARABOLICA.

denominado €2, con un quark c y s un (anti s) se forma
el meson Dy conun sy un s el ¢. En la figura aparecera
el cociente M (Q)/ (M (D ) +3M(¢) / 2). Los resultados
del método 1/ d se comparan con los datos experimenta-
les. La concordancia, como se observa, es muy buena,
con un error menor que el 1%. :
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FI1G. 5. COCIENTES DE M 4SA DE BARIONES Y MESONES.

Fra. 6 COCIENTES DE RADIOS DE BARIONES Y MESONES.

Resultados analogos se pueden obtener para los co-
cientes entre los radios (tamafios) del barion y el meson,

/ R .Enla figura 6 se muestran estos cocientes como
func10n "de la variable E=m / m,. La linea continua
representa nuestros calculos anahtlcos mientras que los
cuadros representan resultados extraidos del experimen-
to. La diferencia es del orden del 15%. Desafortunada-
mente, no existen mediciones que nos permitan hacer
comparaciones en la region << 1, en la cual nuestros
calculos difieren notablemente de uno de los modelos de

la fisica de particulas elementales: el modelo partonico
intuitivo (sefialado en el grafico con una linea de puntos).
Anotemos que en este caso nuestro estimado se hizo uti-
lizando la aproximacion mas baja, es decir como si para
el coeficiente C,, hubiéramos utilizado el valor 1. De aqui
que el error sea del 15 %.

El siguiente ejemplo proviene de la Fisica Atomlca y
se refiere a conglomerados (clusters) de atomos de gases
inertes. En la grafica 7 mostramos la energia basica de N
atomos de Neon, donde N recorre los valores de 3 a 13.
La energia potencial con la que interactuan los atomos,
en unidades adimensionales, es lo que se conoce como el
potencial de Lennard-Jones 6-12, que tiene la forma:

Ny =4(@"r") )

Nuestro estimado segun la ecuacion (4) se compara
con los resultados numéricos por el método de Monte
Carlo de D. Leiter et al.” , siendo la concordancia muy
buena, con un error menor que el 4%.

Por ultimo analicemos el ejemplo del exciton en un
campo magnético. El exciton es el analogo del atomo de
Hidrdgeno en la fisica del Estado Sélido. Es decir, esta
compuesto de un electrén y un hueco interactuando elec-
tromagnéticamente segun la ley de Coulomb. Podemos
suponer ademas que ambas particulas estan obligadas a
moverse en una region bidimensional como resultado de
estar en un pozo cuantico. El campo magnético aplicado
es perpendicular a ese plano en el que se mueven los ex-
citones.

En la figura 8 se muestran los niveles de energia de un
exciton en el caso que el hueco es infinitamente masivo.
En el eje vertical aparece la energia normalizada mien-
tras que en el horizontal corre el campo magnético nor-
malizado de tal manera que el valor 1 corresponde a un
campo infinito. Las lineas continuas son nuestros estima-
dos analiticos mientras que las discontinuas (cuando
aparecen) son los resultados numéricos de Mac Donald®.
La denominacion s, p, d, f sigue un convenio de la Fisica
Atomica y corresponde a valores del momento angular
[=0,1,2,3. Los signos indican si el momento angular
esta orientado a favor o en contra del campo magnético.
Vemos que, también en este caso, la concordancia entre
ambos resultados es excelente.

(5) D.Leiter et al., Journal of Chemical Physics 94 (1991), pp. 35.

_(6) A Mac Donald et al., Physical Review B 33 (1986), pp. 8336.




FIG. 7. ENERGI4 DEL ESTADO BASE PARA N ATOMOS DE NEON.

F16. 8. NIVELES DE ENERGIA DE UN EXCITON EN FUNCION DEL CAMPO MAGNETICO.
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Hlustracion: Carlos Roberto Franco

CONCLUSIONES

Con todos estos ejemplos hemos querido ilustrar
como el analisis de una pregunta aparentemente para-
dojica le permite a la fisica desarrollar un conjunto de
ideas o métodos bastante sugestivos. En particular se
ilustraron las enormes posibilidades que ofrece el méto-
do 1/d para estimar analiticamente, aunque de forma
aproximada, magnitudes fisicas de sistemas en los cuales
el tratamiento matematico es muy complejo. Como se
menciond, la idea basica esta contenida en la figura 2 y
puede resumirse como que la dimension de nuestro es-
pacio, desp= 3, esta «suficientemente cerca» de d = oo,
al menos para este conjunto de problemas. Otros
problemas interesantes estan siendo tratados por este
método en nuestro grupo. Uno de los grandes proble-
mas de las teorias fisicas fundamentales es que solo
pueden describir exactamente sistemas de una o dos
particulas. Cuando el sistema es mas complicado, gene-
ralmente de tres 0 mds cuerpos, las ecuaciones son o
muy dificiles de solucionar o no existe solucion analiti-
ca alguna. Es por esto que el desarrollo de métodos para
abordar el problema de tres o mds cuerpos es muy im-
portante en la fisica actual.La energia del estado base es
la minima energia que puede tener un sistema segiin las
leyes de la mecénica cuantica. Observe que la diferen-

cia de la curva en y en d,,, es de aproximadamente un
10%.&






